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UNITA AT - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

1. Definizioni di angolo

® Angolo

Un angolo si indica abitualmente con la notazione letterale AO B, oppure con
una lettera minuscola dell’alfabeto greco: a, B v, 0 ecc., ma anche con le lettere
minuscole x, y quando & incognito.

B Angolo orientato

Per eliminare Vintrinseca ambiguita della precedente definizione & necessario
estendere il concetto di angolo, assumendo una delle due semirette che lo genera-
no (per esempio OA) come origine ¢ definendo il senso di rotazione orario come
senso positivo per le rotazioni.

Nel nostro contesto si fa riferimento in genere ad angoli positivi, dunque legati
alla rotazione oraria della semiretta origine.

L’angolo orientato positivo di lati OA e OB in »FGURA 1 viene indicato con la
notazione AOB (le prime due lettere indicano sempre il lato origine) mentre
quello di »AGURA 2 (sempre positivo) viene indicato con la notazione BOA (dun-

que le notazioni AOB e BOA indicano angoli orientati diversi).

Gli angoli orientati poi, possono essere maggiori dell’angolo giro; infatti, se
immaginiamo che il lato origine OA dell’angolo AO B vada a sovrapporsi al lato
estremo OB dopo aver descritto uno o pitt angoli giri completi, si ottiene un an-
golo con ampiezza maggiore dell’angolo giro.

FIGURA 1 Rotazione in senso orario della FIGURA 2 Rotazione in senso orario della
semiretta OA intomo al punto O per definire semiretta OB per definire § = BOA.

fangolo a = AGB positivo.
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2. Misura degli angoli

7 il radiante

Gli angoli sono grandezze misurabili, il che impone P'adozione di una unitd di mi-
sura. Nelle valutazioni teoriche tale unita di misura & il radiante.

Dunque, per ottenere I'ampiezza in radianti di un generico angolo a = AOB oc-
corre far riferimento a un cerchio con centro in O e raggio arbitrario R = OA =

FIGURA 3 La misura di e in radianti | = = OB, all’arco [ intercettato sul cerchio dalle due semirette OA e OB, ed esegui-
& data dal rapporto fra la lunghezza re il seguente rapporto (»FGURA 3):

dell'arco sotteso e il raggio della :
circonferenza di centro O.

)

Naturalmente per /= R si ha ™ = 1. Da semplici valutazioni sulla precedente
definizione si ha:

. 2R g
angolo giro: —I_Q— =2 = 6™°,28318...
R
angolo piatto: - = = 374 14159...
TR = 4
angolo retto: — = — = 1" 57079...
2R 2

i@ I sistemi di misura operativi

1l radiante come unita di misura degli angoli & conveniente in tutte le considera-
zioni di carattere teorico, mentre la stessa unitd di misura & poco efficace in tutte
le elaborazioni di carattere pratico-applicativo. In tale ambito & necessario defini-
re altre unita di misura degli angoli che danno Iuogo a sistemi di misura angolari

TABELLA T Sistemi di misura angolare
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UNITA AT - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

(sessagesimale, decimale e, in particolare, centesimale) alternativi a quello prima
definito (sistema analitico). Nella »7aBeLLA 1 sono definite le unita di misura e de-
scritte le caratteristiche dei tre sistemi di misura angolare utilizzati nei contesti
pratico-operativi.

B Conversione tra sistemi di misura angolari

Qualunque sia il sistema di misura adottato, 'ampiezza degli angoli rimane inva-
riata, il che significa che il rapporto tra la misura di un angolo, in un qualunque
sistema, e I’angolo piatto, espresso nello stesso sistema, deve restare invariata. Si
puo, quindi, scrivere:

Utilizzando di volta in volta una di queste tre relazioni & possibile convertire
Pampiezza di un angolo, espressa in un dato sistema di misura, a quella espressa
in uno qualunque degli altri sistemi. Le operazioni da eseguire per queste conver-
sioni tra sistemi di misura angolare (che peraltro sono automatizzate in tutte le
calcolatrici scientifiche) sono sintetizzate nelle »TABELLE 2, 3, 4.

TABELLA 2 Conversioni di un angolo espresso in gradi sessagesimali (o°)

TABELLA 4 Conversioni di un angolo espresso in radianti (o"?)
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MODULO A « LO STUDIO DELLE FIGURE PIANE

Quando si considerano angoli molto piccoli, pud essere conveniente convertire il
valore in radianti di tali angoli direttamente in secondi sessagesimali e centesima-
li. In effetti si ha:

_180-60- 60« g™

T

”

= 206265 - ¢"

_ 200-100- 100 - g
a =

T

= 636620 - o™

3. Funzioni goniometriche seno e coseno

& Il cerchio goniometrico

1l riferimento al cerchio goniometrico, pur non indispensabile, permette di sem-
plificare la definizione delle funzioni goniometriche e di valutarne rapidamente
le caratteristiche.

Consideriamo un generico punto B sul cerchio goniometrico generato dal lato
estremo OB dell’angolo al centro a = AQ B; possiamo osservare che la posizio-
ne del punto B sul cerchio dipende solamente dall’ampiezza dello stesso angolo
a. Se ora proiettiamo B sull’asse delle ordinate (»FIGURA 5), si viene a formare il
triangolo rettangolo OBC di ipotenusa OB = R = 1, e come effetto di quanto
affermato prima, anche i cateti BC ¢ OC di questo triangolo dipendono sola-
mente dall’angolo a (mentre I'ipotenusa rimane sempre R = 1).

Dato poi che le lunghezze di tali cateti rappresentano pure le coordinate car-
fesiane di B, ne consegue che anche I'ascissa X, e I'ordinata Y, del punto B sono
funzioni dell’angolo a, cio¢ a ogni valore di a corrisponde un determinato valore
sia per I'ascissa X, sia per 'ordinata Y, del punto B.

FIGURA 4 Cerchio goniometrico e angolo orientato a. FIGURA 5 Un punto sul cerchio goniometrico ha per coordinate
i vatori delle funzioni seno e coseno.
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B Definizioni di seno e coseno

Fatta questa premessa, ¢ possibile definire le seguenti funzioni della variabile
dell’angolo a:

Dal punto di vista dimensionale & possibile osservare come tali funzioni siano nu-
meri puri, perché definiti dal rapporto di due grandezze della stessa specie. Con-

siderando poi che nel cerchio goniometrico OB =R = 1, le precedenti definizio-
ni (2) diventano:

sena= BC =X, cosa= OC =Y, 3)

Come si vede la semplificazione nell’impiego del cerchio goniometrico consiste
nel fatto che in tale ambito i valori delle funzioni seno e coseno sono di fatto
coincidenti, rispettivamente, con le lunghezze dei segmenti BC ¢ OC (o dalle
coordinate cartesiane di X ¢ Y); tale semplificazione & evidenziata in »FGURA 5.

Tuttavia occorre sempre ricordare che nella realta le funzioni seno e coseno
non sono segmenti, ma rimangono sempre rapporti di segmenti (rapporti che
nell’ambito del cerchio goniometrico presentano i denominatori uguali all’unitd)
e che le definizioni (2) rimangono inalterate anche al di fuori del cerchio gonio-
metrico. Pertanto, anche se il valore di una funzione goniometrica di un angolo
viene definito nell’ambito semplificato del cerchio goniometrico, esso assume co-
munque significato assoluto .

Variazioni e periodicita delle funzioni seno e coseno

Facendo riferimento al cerchio goniometrico (»FGURA 6) in corrispondenza degli
angoli che definiscono i quattro quadranti, & facile stabilire i valori delle funzioni
seno e coseno (che sono 0, 1 o —1) in corrispondenza degli angoli ¢ = 0°% @ = 90°
(100%; @ = 180° (200°; @ = 270° (300°). Inoltre sarebbe facile dimostrare che in
corrispondenza degli angoli a = 30° (33%,3); a = 45° (50°); a = 60° (66°6); le fun-
zioni seno e coseno assumono valori facili e utili da ricordare a memoria che, in-
sieme ai precedenti, sono sintetizzati nella »TABELLA 5.

Valori di seno e coseno
di 30°, 45° e 69°

FIGURA 6 Angoli particolari per
la determinazione dei valori
delle funzioni seno e coseno.
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MODULO A « LO STUDIQ DELLE FIGURE PIANE

TABELLA 5 Valori delle funzioni seno e coseno per alcuni angoli notevoli

¢ Piu in generale, al variare dell’angolo a, le funzioni s€no € COSEeno assurmono va-
lori reali sempre e comunque appartenenti all’intervallo da —1 a 1, valori estremi
compresi. Questa rilevante situazione puo essere sintetizzata dalle seguenti nota-

i zioni:

Crescendo I’angolo a oltre ’angolo giro, a > 400° (¢ > 360° 0 a > 2m), i valori
della funzione seno e della funzione coseno si ripetono periodicamente.

. Pi in generale (con n intero) possiamo scrivere:

sen(a +n400° =sena  cos(a + n400°) = cosa

4. Funzioni goniometriche tangente
e cotangente

Con riferimento alla »AGURA 7, & possibile definire le ulteriori seguenti funzioni
dell’angolo a: ‘

Anche i valori di queste funzioni sono numeri puri. Inoltre, cosi come per le fun-
zioni seno e coseno, anche le funzioni tangente e cotangente posseggono un si-
gnificato semplificato nell’ambito del cerchio goniometrico, in cui i valori di que-
ste funzioni coincidono con le lunghezze di determinati segmenti. In effetti, con-
siderando la »RGURA 7 e tracciando la tangente geometrica al cerchio goniome—’:
trico nel punto A, rimane definito il punto T intersezione tra la stessa tangente ¢ )
il prolungamento del lato estremo OB dell’angolo a. La lunghezza del segmen-
to AT (oppure Pascissa X di T) coincide con il valore della funzione tangente
dely’angolo a.
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UNITA A1 - ANGOLI E FUNZIONI GONIOMETRICHE

FIGURA 7 Definizione della funzione trigonometrica tangente. FIGURA 8 Definizione della funzione trigonometrica cotangente.

Analogamente, tracciando la tangente geometrica al cerchio goniometrico
nel punto H (»FiGUra 8), la lunghezza del segmento HS (oppure I'ordinata Y di :
§) coincide con il valore della funzione cotangente dell’angolo c. In definitiva, |
nell’ambito del cerchio goniometrico, le precedenti definizioni (4) diventano: {

tga=ﬁ=XT cotga=m=YS 5)

Osservando poi le (2) e le (4) sono evidenti le seguenti relazioni:

(6)

H Esistenza delle funzioni tangente e cotangente

Mentre le funzioni seno e coseno esistono sempre (cio¢ forniscono sempre un
numero reale per qualsiasi angolo a (dunque sono funzioni continue), cid non &
vero per le funzioni tangente e cotangente; esse, infatti, non esistono per partico~
lari angoli che annullano i denominatori delle (4). :

Se ci limitiamo a considerare angoli minori dell’angolo giro la funzione tan-
gente non esiste a 100° ¢ 300, mentre la funzione cotangente non esiste a 0° ¢
200°. Questi valori angolari rappresentano punti di discontinuita per le due fun-
zioni (che pertanto sono dette discontinue).

tg 100°= * o cotg 200°= F oo

al posto delle notazioni formalmente corrette: tg 100° = non esiste; cotg 200° =
non esiste.
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